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Resumo
Nesta dissertac¸a˜o estudou-se as perturbac¸o˜es gravitacionais axiais para o espac¸o-
tempo do buraco negro auto-dual. Essa classe de buracos negros esfericamente sime´tricos
sa˜o advindos da teoria de gravidade quaˆntica em lac¸os, possuindo uma interessante propri-
edade de autodualidade, que permite que tais buracos negros possam ter uma massa menor
que a de Planck. A partir de uma pertubac¸a˜o da me´trica em primeira ordem, encontrou-se
uma equac¸a˜o tipo-Schro¨dinger (Regge-Wheeler) e, enta˜o, utilizando-se o me´todo WKB,
calculou-se os modos quasinormais associados a equac¸a˜o de onda encontrada. Os buracos
negros auto-duais mostraram-se esta´veis quando submetidos a essas perturbac¸o˜es gravita-
cionais. Com isso, torna-se poss´ıvel a existeˆncia de tais buracos negros em nosso universo.
Palavras-chave: gravidade quaˆntica em lac¸os, buracos negros auto-duais, ondas
gravitacionais, modos quasinormais, estabilidade de buracos negros.
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Abstract
In this thesis we studied the axial gravitational perturbations to the self-dual black
hole spacetime. This class of black holes is spherically symmetric, it arises from loop quan-
tum gravity, and it has an interesting property of self-duality, which allows such black hole
may have a smaller mass than the Planck mass. From a perturbation of the metric in
the first order, found a Schro¨dinger-type equation (Regge-Wheeler) and then by using
the WKB method, we were able to calculate the quasinormais modes associated with the
wave equation. The self dual black holes were stable when subjected to these gravitational
perturbations. Thus, it is possible the existence of such black holes in our universe.
Keywords: loop quantum gravity, self-dual black holes, gravitational waves, quasi-
normal modes, black hole stability.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Neste final de se´culo, o homem teve o privile´gio de poder contemplar as grandes
revoluc¸o˜es do pensamento contemporaˆneo. Na f´ısica, em particular, a mecaˆnica quaˆntica
mostrou uma nova maneira de encarar o mundo em uma escala muito pequena. Por outro
lado, a relatividade geral forneceu uma nova visa˜o do mundo em uma escala muito grande.
Apesar do sucesso em seus respectivos domı´nios, estes dois grandes pilares do nosso
se´culo na˜o sa˜o compat´ıveis entre si. Quando se tenta aplicar as ideias da mecaˆnica quaˆntica
na relatividade geral para se obter uma teoria de gravitac¸a˜o quaˆntica, obte´m-se resultados
absurdos que contradizem as pro´prias bases sobre as quais essas teorias foram erguidas.
A incompatibilidade conceitual mu´tua entre relatividade geral e a mecaˆnica quaˆntica
(Teoria Quaˆntica de Campos) e´ geralmente vista como a motivac¸a˜o mais fundamental
para o desenvolvimento de uma teoria de gravidade quaˆntica. Essa incompatibilidade
manifesta-se claramente quando estuda-se a mecaˆnica quaˆntica de buracos negros.
Va´rias tentativas foram feitas para solucionar o problema: Uma dessas tentativas
ocorreu na de´cada de 70 e consistia em considerar verso˜es supersime´tricas da relatividade
geral, as chamadas teorias de supergravidade. Entretanto, as teorias de supergravidade
na˜o foram capazes de gerar uma teoria quaˆntica consistente para a relatividade geral. Na´
de´cada de 80, surgiu uma teoria que se mostrou uma forte candidata ao cumprimento
da missa˜o de unificar a relatividade geral e a mecaˆnica quaˆntica, chamada de teoria das
cordas. Nas teorias de supercordas a supersimetria tem um papel essencial e permite a
formulac¸a˜o de uma teoria de gravitac¸a˜o quaˆntica que e´ consistente. Por outro lado, as mo-
dernas teorias de supercordas sa˜o formuladas em 11 dimenso˜es, enquanto observa-se um
universo em 4 dimenso˜es (1 dimensa˜o temporal e 3 dimenso˜es espaciais). Outro aspecto
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problema´tico das supercordas e´ a dependeˆncia de fundo, o que rompe com o princ´ıpio da
covariaˆcia geral da relatividade geral. Uma outra teoria proposta para quantizar a gravi-
dade e´, a gravidade quaˆntica de lac¸os a qual na˜o apresenta os problemas das supercordas.
A teoria da gravidade quaˆntica de lac¸os, abreviada para LQG (do ingleˆs Loop
Quantum Gravity), tambe´m conhecida como gravidade em “loop”, e´ uma teoria quaˆntica
de espac¸o-tempo proposta com o objetivo de reconciliar as evidentes incompatibilidades
teo´ricas da mecaˆnica quaˆntica e da relatividade geral.
LQG e´ uma teoria proposta de espac¸o-tempo que e´ constru´ıda com a ideia da
quantizac¸a˜o do espac¸o-tempo via a matematicamente rigorosa teoria da quantizac¸a˜o em
loop. Ela preserva muitas das mais importantes ideias da relatividade geral, enquanto ao
mesmo tempo emprega a quantizac¸a˜o tanto do espac¸o e do tempo na escala de Planck
na tradic¸a˜o da mecaˆnica quaˆntica. Grac¸as a esses avanc¸os recentes, alguns problemas
parecem ter sido resolvidos.
Um buraco negro e´, por definic¸a˜o, uma regia˜o no espac¸o-tempo em que o campo
gravitacional e´ ta˜o forte que impede ate´ mesmo a luz de escapar para o infinito. Isto
do ponto de vista da relatividade geral. Por outro lado, para a mecaˆnica quaˆntica, o
buraco negro na˜o e´ ta˜o negro assim (Radiac¸a˜o Hawking). Devido a essas controve´rsias, os
buracos negros sa˜o lugares interessantes para investigar a validade de uma teoria quaˆntica
da gravidade. Normalmente, pode-se falar sobre os seguintes tipos de buracos negros: i)
buracos negros supermassivos no centro de gala´xias com massas M ∼ (105 − 109)M, ii)
buracos negros com massas intermedia´rias M ∼ 103M, iii) buracos negros com massas
estelares M ∼ 10M e iv) buracos negros com massas de pelo menos algumas massas de
Planck.
Buraco negro auto-dual, consiste de uma correc¸a˜o de gravidade quaˆntica que apa-
rece do buraco negro de Schwarzschild a partir de um modelo simplificado da gravidade
quaˆntica de lac¸os. A soluc¸a˜o de buraco negro auto-dual tem uma interessante propriedade
de auto-dualidade que resolve o problema de singularidade do buraco negro. Essa propri-
edade garante que a singularidade no centro do buraco negro e´ substitu´ıda por uma outra
regia˜o assinto´tica que corresponde a um buraco de minhoca com dimenso˜es da ordem da
escala de Planck descrito pela soluc¸a˜o de Kantowski-Sachs. Com isso surge a possibilidade
teo´rica da existeˆncia de buracos negros com massas menores que a massa de Planck.[1].
Sempre que se quer saber alguma coisa sobre a estabilidade, radiac¸a˜o Hawking
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de buracos negros, ou sobre a interac¸a˜o de buracos negros com seu ambiente astrof´ısico,
tem-se que comec¸ar a partir de uma ana´lise das suas perturbac¸o˜es. Uma vez que um
buraco negro e´ perturbado ele responde as perturbac¸o˜es atrave´s da emissa˜o de ondas
gravitacionais. As ondas gravitacionais sa˜o ondulac¸o˜es que se na curvatura de espac¸o-
tempo que se propagam como ondas viajando para o exterior a partir do buraco negro.
Tais ondas teˆm uma frequeˆncia associada conhecida como modos quasinormais.
Os modos quasinormais sa˜o os sons caracter´ısticos do buraco negro, que foram
apontados pela primeira vez por Vishveshwara [2]. Chandrasekhar e Detweller [3] estu-
daram os modos quasinormais do buraco negro de Schwarzschild. Desde enta˜o, uma se´rie
de trabalhos apareceram neste campo. Para uma revisa˜o sobre eles consulte [4] e [5]. O
estudo dos modos quasinormais tornou-se relevante porque permite uma maneira direta
para detectar buracos negros usando ondas gravitacionais. Ha´ um nu´mero de me´todos
para avaliar as frequeˆncias quasinormais, mas o me´todo WKB desenvolvido por Schutz,
Will e Iyer e´ o mais simples [6], [7], [8].
Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de ondas gravitacionais a partir
do buraco negro auto-dual. Tomando como base os estudos pioneiros para o caso de
Schwarzschild feitos por Regge-Wheller, e em seguida encontrar os modos quasinormais.
Esta dissertac¸a˜o esta´ dividida da seguinte forma: no cap´ıtulo 2 apresenta-se uma
breve introduc¸a˜o ao buraco negro auto-dual, obtendo-se uma soluc¸a˜o e discutindo-se suas
propriedades. No cap´ıtulo 3, apresenta-se uma revisa˜o de perturbac¸o˜es gravitacionais no
espac¸o-tempo de Schwarzschild, assim como calcula-se os modos quasinormais associados a
esse caso. No cap´ıtulo 4, estuda-se perturbac¸o˜es gravitacionais de buraco negro auto- dual,
usando o estudo de Regge-Wheeler e tambe´m calcula-se os modos quasinormais associados.
Finalmente, no cap´ıtulo 5, apresentam-se as considerac¸o˜es finais e as concluso˜es. No
decorrer da dissertac¸a˜o usa-se unidades geometrizadas ~ = c = GN = 1.
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Cap´ıtulo 2
Buraco Negro Auto-Dual
Gravidade quaˆntica e´ a teoria que busca conciliar a mecaˆnica quaˆntica (a qual
descreve treˆs das forc¸ar fundamentais) com a relatividade geral, ou seja, a teoria da
quarta forc¸a: a gravidade. A dificuldade para unificar estas duas teorias e´ devida as
hipo´teses extremamente diferentes de como o Universo funciona. O aspecto fundamental
da relatividade geral e´ que na˜o existe um referencial preferencial para tempo e espac¸o,
como exposto na mecaˆnica newtoniana e relatividade restrita, uma vez que a geometria
do espac¸o-tempo e´ dinaˆmica. Por outro lado, a mecaˆnica quaˆntica tem uma estrutura de
fundo na˜o-dinaˆmico desde sua concepc¸a˜o. Sendo assim, uma teoria de gravidade quaˆntica
se torna necessa´ria para compreender problemas onde esta˜o envolvidas uma combinac¸a˜o
de grandes massas e energias, onde se teˆm dimenso˜es espaciais muito reduzidas, tais como,
o comportamento de buracos negros e a origem do Universo.
Gravidade quaˆntica de lac¸os [9], [10], [11] e´ uma teoria quaˆntica de espac¸o-tempo
proposta com o objetivo de reconciliar as evidentes incompatibilidades teo´ricas da mecaˆ-
nica quaˆntica e da relatividade geral. E´ uma das abordagens na˜o perturbativas de fundo
independente para a gravidade quaˆntica. Sendo LQG uma teoria fundamental de geome-
tria quaˆntica que concilia a relatividade geral e a mecaˆnica quaˆntica na escala de Planck,
espera-se que esta teoria possa resolver os problemas de singularidades cla´ssicas da rela-
tividade geral. Muito progresso foi feito nessa direc¸a˜o nos u´ltimos anos, em particular, a
aplicac¸a˜o da LQG para o in´ıcio do Universo no contexto de modelos de minisuperespac¸o
e´ uma proposta para resolver o problema da singularidade inicial [12] e [13].
Os buracos negros sa˜o outros lugares interessantes para testar a validade da LQG,
uma vez que, efeitos quaˆnticos da gravidade surgem no interior do buraco negro e nas
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proximidades das singularidades. Nos u´ltimos anos, aplicac¸o˜es das ideias de LQG ao
espac¸o-tempo de Kantowski-Sanchs [14], [15] levou a alguns resultados interessantes. Em
particular, foi demonstrado [16], [17] que e´ poss´ıvel resolver o problema de singularidade de
buraco negro usando ferramentas e ideias desenvolvidas completamente em LQG. Outros
resultados nota´veis tambe´m foram obtidos no caso na˜o homogeˆneo [18]. Sendo assim,
pensa-se que a resoluc¸a˜o do problema de singularidade do buraco negro e´ um passo crucial
para resolver o problema de perda de informac¸a˜o [19].
Ha´ tambe´m alguns trabalhos de natureza semicla´ssica que tentam resolver o pro-
blema da singularidade de buraco negro [20], [21]. Nestes, os autores utilizam um v´ınculo
Hamiltoniano efetivo obtido substituindo a conexa˜o Ashtekar A com a holonomia h(A) e
resolvem as equac¸o˜es cla´ssicas de Hamilton de forma exata ou nume´rica.
Com uma modificac¸a˜o para a versa˜o holonoˆmica do v´ınculo Hamiltoniano, o prin-
cipal resultado e´ que a a´rea mı´nima da LQG e´ o objeto fundamental para resolver o
problema da singularidade do espac¸o-tempo do buraco negro em r = 0. Neste caso, uma
esfera S2 cuja a´rea mı´nima e´ dada por Amı´n = 8pia0 toma o lugar da singularidade no
centro do buraco negro. O invariante de Kretschmann e´ regular em todo espac¸o-tempo e a
posic¸a˜o do ma´ximo e´ independente da massa e do paraˆmetro polime´rico introduzido para
definir a versa˜o holonoˆmica do v´ınculo escalar. A posic¸a˜o radial da curvatura ma´xima
depende apenas de GN e ~.
2.1 Soluc¸a˜o de Schwarzschild em varia´veis de Ashte-
kar
Nesta sec¸a˜o calcula-se a soluc¸a˜o de Schwarzschild dentro do horizonte de evento
[22], [23]. Para o espac¸o-tempo de Kantowki-Sanchs homogeˆneo mas na˜o isotro´pico, as
varia´veis de Ashtekar sa˜o [24]:
A = c˜τ3dx+ b˜τ2dθ − b˜τ1 senθdφ+ τ3 cos θdφ,
(2.1)
E = p˜cτ3 senθ
∂
∂x
+ p˜bτ2 senθ
∂
∂θ
− p˜bτ1 ∂
∂φ
.
onde τi = − i2σi e σi sa˜o as matrizes de Pauli. As componentes das varia´veis no espac¸o
de fase tem dimensa˜o de comprimento [c˜] = L−1, [p˜c] = L2, [b˜] = L0, [p˜b] = L. O v´ınculo
5
Hamiltoniano e´:
CH = −
∫
Ndx senθdθdφ
8piGNγ2
[
(b˜2 + γ2)
p˜bsgn(p˜c)√|p˜c| + 2b˜c˜
√
|p˜c|
]
. (2.2)
Usando a relac¸a˜o geral Eai E
b
jδ
ij = det(q)qab (qab e´ a me´trica na parte espacial), obteˆm-se
qab = (p˜
2
b/|p˜c|, |p˜c|, |p˜c| sen2θ).
Restringindo a integrac¸a˜o sob x a um intervalo finito L0, o Hamiltoniano toma a
seguinte forma [23]:
CH = − N
2GNγ2
[
(b2 + γ2)
pbsgn(pc)√|pc| + 2bc
√
|pc|
]
. (2.3)
As varia´veis redefinidas sa˜o: b = b˜, c = L0c˜, pb = L0p˜b, pc = p˜c. As dimenso˜es de
comprimento das novas varia´veis no espac¸o de fase sa˜o: [c] = L0, [pc] = L
2, [b] = L0,
[pb] = L
2. A partir da simetria da conexa˜o reduzida e da densidade tr´ıade pode-se
representar as componentes no espac¸o de fase como: (b, pb), (c, pc), com a a´lgebra de
Poisson {c, pc} = 2γGN , {b, pb} = γGN . Fazendo a escolha do seguinte calibre N =
γ
√|pc|sgn(pc)/b, o Hamiltoniano reduz-se a:
CH = − 1
2GNγ
[
(b2 + γ2)
pb
b
+ 2cpc
]
. (2.4)
As equac¸o˜es de movimento de Hamilton sa˜o:
b˙ = {b, CH} = −b
2 + γ2
2b
, p˙b = {pb, CH} = 1
2
[
pb − γ
2pb
b2
]
, (2.5)
c˙ = {c, CH} = −2c, p˙c = {pc, CH} = 2pc.
As soluc¸o˜es das equac¸o˜es (2.5) usando o paraˆmetro t ≡ eT e redefinindo a constante de
integrac¸a˜o ≡ eT0 = 2m (ver em [22], [23]) sa˜o:
b(t) = ±γ
√
2m/t− 1, pb(t) = p0b
√
t(2m− t),
c(t) = ∓γmp0bt−2, pc(t) = ±t2. (2.6)
Esta e´ exatamente a soluc¸a˜o de Schwarzschild dentro e tambe´m fora do horizonte de
evento como pode-se verificar com a passagem da forma da me´trica definida por hab =
diag(p2b/|pc|L20, |pc|, |pc| sen2θ) (onde a constante da gravidade GN esta´ contida em m). O
elemento de linha e´:
ds2 = −N2dt
2
t2
+
p2b
|pc|L20
dx2 + |pc|( sen2θdφ2 + dθ2). (2.7)
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Introduzindo as soluc¸o˜es (2.6) em (2.7) obte´m-se a soluc¸a˜o de Schwarschild em todo
espac¸o-tempo, exceto em t = 0 e t = 2m, onde esta´ localizado a singularidade de curvatura
cla´ssica e a singularidade de coordenada, respectivamente,
ds2 = − dt
2
2m
t
− 1 +
(p0b)
2
L20
(
2m
t
− 1
)
dx2 + t2dΩ(2), (2.8)
onde dΩ(2) = sen2θdφ2 + dθ2. Para obter a me´trica de Schwarzschild escolhe-se L0 = p
0
b .
Desta maneira fixa-se a ce´lula radial para ter comprimento L0 e p
0
b desaparece da me´trica.
Na me´trica semicla´ssica do buraco negro auto-dual p0b na˜o desaparece quando L0 e´ fixado.
Neste n´ıvel na˜o temos p0b fixo, mas somente a dimensa˜o da ce´lula radial. Esta e´ a escolha
correta para reproduzir a soluc¸a˜o de Schwarzschild. Definindo-se a dimensa˜o da ce´lula
na direc¸a˜o x para ser L0 = p
0
b obte´m-se a me´trica de Schwarzschild correta em todo
espac¸o-tempo. Faz-se a mesma escolha para a me´trica semicla´ssica. Com esta escolha p0b
na˜o desaparecera´ da me´trica semicla´ssica e em particular da soluc¸a˜o pc(t). Usa-se a a´rea
mı´nima da LQG para fixar p0b .
2.2 Uma classe mais geral de v´ınculos Hamiltoniano
A dinaˆmica correta da gravidade quaˆntica de lac¸os e´ o principal problema da teoria.
A teoria esta´ bem definida para o caso da cinema´tica, mas na˜o esta´ claro qual e´ a versa˜o
correta do v´ınculo Hamiltoniano, ou mais genericamente, na aproximac¸a˜o covariante,
qual e´ o modelo correto da espuma de spin [25]. Um principio emp´ırico para construir
o v´ınculo Hamiltoniano correto e´ lembrar do limite semicla´ssico correto [26]. Supondo
simetria esfe´rica e homogeneidade, a conexa˜o e a densidade tr´ıade assumem a forma dada
em (2.1). Pode-se escolher uma grande classe de v´ınculos Hamiltonianos, expressos em
termos das holonomias h(δ)(A), que reduz-se ao mesmo cla´ssico (2.3) quando o paraˆmetro
polime´rico δ se aproxima de zero. Introduzindo uma func¸a˜o parame´trica σ(δ) que identifica
os elementos na categoria de v´ınculos Hamiltoniano compat´ıveis com a simetria esfe´rica
e homogeneidade. Chama-se CLQG o v´ınculo para a teoria geral e Cσ(δ) o v´ınculo para o
modelo de minisuperespac¸o esfericamente homogeˆneo. A reduc¸a˜o a partir da teoria geral
para o modelo de minisuperespac¸o e´:
CLQG −→ Cσ(δ). (2.9)
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Para obter o v´ınculo Hamiltoniano cla´ssico (2.3) no limite δ → 0, lembrando que a func¸a˜o
σ(δ) satisfaz a seguinte condic¸a˜o:
lim
δ→0
σ(δ) = 1 −→ lim
δ→0
Cσ(δ) = CH . (2.10)
Uma escolha particular de σ(δ) da´ o limite assintoticamente plano correto para o buraco
negro de Schwarzschild. De fato, a condic¸a˜o de contorno assinto´tica seleciona a forma
particular da func¸a˜o σ(δ).
O v´ınculo Hamiltoniano cla´ssico pode ser escrito na seguinte forma:
CH = 1
γ2
∫
d3xijke
−1EaiEbj
[
γ2Ωkab − F¯ kab
]
, (2.11)
onde Ω = − senθτ3dθ ∧ dφ e F¯ = dK + [K,K] (K e´ a curvatura extr´ınseca, A = Γ + γK
e Γ = cos θτ3dφ). As holonomias nas direc¸o˜es x, θ, φ para um caminho gene´rico l sa˜o
definidas por:
h
(l)
1 = cos
lc
2
+ 2τ3 sen
lc
2
, h
(l)
2 = cos
lb
2
− 2τ1 sen lb
2
, h
(l)
3 = cos
lb
2
+ 2τ2 sen
lb
2
. (2.12)
Definindo o campo F¯ iab em termos das holonomias da seguinte maneira:
F¯ iabτi = F¯
i
ijω¯
i
aω¯
j
b
[
h
(δi)
i h
(δj)
j h
(δi)−1
i h
(δj)−1
j
δ2
]
, δi = (δc, σ(δ)δb, σ(δ)δb), (2.13)
quando δ → 0 em (2.13), obte´m-se o campo cla´ssico. O v´ınculo Hamiltoniano em termos
das holonomias e´:
Cσ(δ) = − N
(8piGN)2γ3δ3
× Tr
[∑
ijk
ijkh
(δi)
i h
(δj)
j h
(δi)−1
i h
(δj)−1
j h
(δ)
k
{
h
(δ)−1
k , V
}
+2γ2δ2τ3h
(δ)
1
{
h
(δ)−1
1 , V
}]
= − N
2GNγ2
{
2
senδc
δ
sen(σ(δ)δb)
δ
√
|pc|+
[
sen2(σ(δ)δb)
δ2
+ γ2
]
pbsgn(pc)√|pc|
}
. (2.14)
V = 4pi
√|pc|pb e´ o volume da parte espacial. Introduziu-se as modificac¸o˜es da fun-
c¸a˜o σ(δ) somente no campo, mas isto e´ suficiente para ter uma grande classe de v´ın-
culos Hamiltonianos semicla´ssicos compat´ıveis com a simetria esfe´rica. O Hamiltoniano
Cδ em (2.14) pode ser consideravelmente simplificado com a escolha do calibre N =
(γ
√|pc|sgn(pc)δ)/( senσ(δ)δb):
Cσ(δ) = − 1
2γGN
{
2
senδc
δ
pc +
[
senσ(δ)δb
δ
+
γ2δ
senσ(δ)δb
]
pb
}
. (2.15)
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A partir de (2.15) obte´m-se dois conjuntos independentes de equac¸o˜es de movimento no
espac¸o de fase:
c˙ = −2 senδc
δ
, p˙c = 2pc cos δc, (2.16)
b˙ = −1
2
(
senσ(δ)δb
δ
+
γ2δ
senσ(δ)δb
)
, p˙b =
σ(δ)
2
cosσ(δ)δb
(
1− γ
2δ2
sen2σ(δ)δb
)
pb.
Resolvendo as treˆs primeiras equac¸o˜es e usando o v´ınculo Hamiltoniano Cδ = 0, com a
parametrizac¸a˜o temporal eT = t e impondo o horizonte de evento de Schwarzschild em
t = 2m, obte´m-se:
c(t) =
2
δ
arctg
(
∓γδmp
0
b
2t2
)
, pc(t) = ± 1
t2
[(
γδmp0b
2
)2
+ t4
]
, (2.17)
cosσ(δ)δb = ρ(δ)
[
1− (2m
t
)σ(δ)ρ(δ)P(δ)
1 +
(
2m
t
)σ(δ)ρ(δ)P(δ)
]
, pb(t) = −2 senδc senσ(δ)δb pc
sen2σ(δ)δb+ γ2δ2
,
onde as seguintes quantidades foram definidas por:
ρ(δ) =
√
1 + γ2δ2, P(δ) =
√
1 + γ2δ2 − 1√
1 + γ2δ2 + 1
. (2.18)
Agora o foco da atenc¸a˜o e´ no termo (2m/t)σ(δ)ρ(δ). A escolha deste termo e em
particular a escolha do expoente sera´ crucial para ter o limite assinto´tico plano correto.
O expoente esta´ na forma (2m/t)1+ e expandindo em potencias do paraˆmetro pequeno
 ∼ δ2 obte´m-se (2m/t)1+ ∼ −(2m/t) log(t/2m) para grandes distaˆncias (t 2m) (lem-
brando que fora do horizonte de evento a coordenada t assume o papel da coordenada
radial). E´ fa´cil de ver que existe apenas uma maneira poss´ıvel para obter o limite assin-
to´tico correto, ele e´ dado pela escolha σ(δ) = 1/
√
1 + γ2δ2. Em outras palavras, pode-se
dizer que qualquer func¸a˜o x ∼  log(x) diverge logaritmicamente para  pequeno e grandes
distaˆncias (x 1).
Tomando σ(δ) = 1/
√
1 + γ2δ2. Para forc¸ar o limite correto para grandes distaˆncias
e tambe´m forc¸ar a regularidade do invariante de curvatura em todo espac¸o-tempo, extende-
se a soluc¸a˜o fora do horizonte de evento com a redefinic¸a˜o t↔ r, como sera´ apresentada
na pro´xima sec¸a˜o.
Uma diferenc¸a crucial com a soluc¸a˜o de Schwarschild cla´ssica e´ que pc tem um
mı´nimo em tmı´n = (γδmp
0
b/2)
1/2, e pc(tmı´n) = γδmp
0
b . A soluc¸a˜o tem uma estrutura
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do espac¸o-tempo muito parecida com a me´trica de Reissner-Nordstro¨m e apresenta um
horizonte no interior:
r− = 2mP(δ)2 = 2m
(
2 + γ2δ2 − 2√1 + γ2δ2
2 + γ2δ2 + 2
√
1 + γ2δ2
)
. (2.19)
Para δ → 0, r− ∼ mγ4δ4/δ. Observa-se que a posic¸a˜o do horizonte interno r− 6=
2m ∀γ ∈ < (γ e´ o paraˆmetro de Barbero- Immirzi). Agora estudando a trajeto´ria
no plano (pb/p
0
b , log(pc)) e comparando o resultado com a soluc¸a˜o de Schwarzschild. Na
Fig. 2.1 tem-se um gra´fico parame´trico de (|pb|, log(pc)); seguindo a trajeto´ria de t > 2m
onde a soluc¸a˜o cla´ssica (trajeto´ria pontilhada) e a soluc¸a˜o semicla´ssica (trajeto´ria cont´ı-
nua) esta˜o muito claras. Para t = 2m, pc → (2m)2 e pb → 0 (este ponto corresponde ao
raio de Schwarzschild). A partir deste ponto diminuindo t alcanc¸a-se um valor mı´nimo
para pc,m ≡ pc(tmı´n) > 0. A partir de t = tmı´n, pc comec¸a a crescer novamente ate´ que
pb = 0, este ponto corresponde a um novo horizonte localizado em t = r−. No intervalo
de tempo t < tmı´n, pc cresce juntamente com |pb| e como e´ muito claro a partir da figura,
a soluc¸a˜o aproxima-se a um segundo buraco negro especular para t → 0. Em particular
tem-se uma segunda regia˜o assintoticamente plana para t ∼ 0.
2.2.1 A soluc¸a˜o na forma de me´trica
Nesta subsec¸a˜o sera´ escrita a soluc¸a˜o na forma me´trica e estendida para todo o
espac¸o-tempo. Lembrando que a me´trica de Kantowski-Sanchs e´:
ds2 = −N2(t)dt2 +X2(t)dx2 + Y 2(t)(dθ2 + senθdφ2). (2.20)
As componentes da me´trica esta˜o relacionadas com as varia´veis de conexa˜o por:
N2(t) =
γ2δ2|pc(t)|
t2 sen2σ(δ)δb
, X2(t) =
p2b(t)
L20|pc(t)|
Ω(δ), Y 2(t) = |pc(t)|. (2.21)
Introduziu-se Ω(δ) por uma transformac¸a˜o de coordenada x→√Ω(δ)x,
Ω(δ) =
16(1 + γ2δ2)2
(1 +
√
1 + γ2δ2)4
. (2.22)
Esta transformac¸a˜o de coordenada e´ u´til para obter a me´trica de Minkowski no limite
t→∞. A forma expl´ıcita da func¸a˜o N2(t) em termos da coordenada t e´:
N2(t) =
γ2δ2
[(
γδmp0b
2t2
)2
+ 1
]
1− ρ2(δ)
[
1−( 2mt )P(δ)
1+( 2mt )P(δ)
]2 . (2.23)
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Figura 2.1: Trajeto´ria dinaˆmica semicla´ssica no plano (
√|p2b |/p0b , log(pc))
para valores positivos de pc. A trajeto´ria tracejada corresponde a soluc¸a˜o de Schwarzschild
cla´ssica e a trajeto´ria cont´ınua corresponde a soluc¸a˜o semicla´ssica. O gra´fico refere-se a
m = 10, pb = 1/10 e γδ = log(4)/pi.
Usando a segunda relac¸a˜o de (2.17) pode-se obter a componente da me´trica X2(t),
X2(t) =
(2γδm)2Ω(δ)
(
1− ρ2(δ)
[
1−( 2mt )P(δ)
1+( 2mt )P(δ)
]2)
t2
ρ4(δ)
(
1−
[
1−( 2mt )P(δ)
1+( 2mt )P(δ)
]2)2 [(
γδmp0b
2
)2
+ t4
] . (2.24)
A func¸a˜o Y 2(t) corresponde a |pc(t)| dado em (2.17). A me´trica obtida tem o limite
assinto´tico correto para t → ∞ e de fato N2(t → 0) → −1, X2(t → 0) → −1, Y 2(t →
0)→ t2. Pode-se dizer que o buraco negro auto-dual e´ uma interpolac¸a˜o entre duas regio˜es
assintoticamente planas do espac¸o-tempo. A me´trica obtida nesta subsec¸a˜o tem o limite
assintoticamente plano correto para t → +∞ e reproduz a me´trica de Minkowski para
m → 0. Ambos os limites na˜o sa˜o satisfeitos no trabalho [27]. A pequena modificac¸a˜o
introduzida na forma da holonomia do v´ınculo Hamiltoniano e´ necessa´ria para os dois
limites fundamentais estarem consistentes.
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2.3 Buraco negro auto-dual em todo o espac¸o-tempo
Nesta sec¸a˜o foi estendida a soluc¸a˜o semicla´ssica (me´trica) obtida na sec¸a˜o anterior
para todo o espac¸o-tempo. Como explicado na subsec¸a˜o (2.2.1), a soluc¸a˜o me´trica tem
o limite plano correto para t → 0 e vai para Minkowski para m → 0. Mostra-se que o
escalar de Kretschmann K = RµνρσR
µνρσ e´ regular em todo o espac¸o-tempo. Em termos
de N(t), X(t), Y (t) o escalar de Kretschmann e´:
RµνρσR
µνρσ = 4
[(
1
XN
d
dt
(
1
N
dX
dt
))2
+ 2
(
1
Y N
d
dt
(
1
N
dY
dt
))2
+2
(
1
XN
dX
dt
1
Y N
dY
dt
)2
+
1
Y 4N4
(
N2 +
(
dY
dt
)2)2 . (2.25)
Na Fig. 2.2 e´ apresentado um gra´fico de K, sendo ele e´ regular em todo o espac¸o-tempo
e o comportamento para valores grandes de t e´ o escalar singular cla´ssico RµνρσR
µνρσ =
48m2/t6. O que acontece com p0b? Agora fixa-se o paraˆmetro p
0
b usando a teoria quaˆntica
Figura 2.2: Gra´fico do escalar de Kretschmann RµνρσR
µνρσ para m = 10, p0b = 1/10 e
γδ ∼ 1, ∀t ≥ 0; o comportamento quando t grande e 1/t6
.
de lac¸os. Em particular fazendo a escolha p0b de tal maneira que a posic¸a˜o rmax do ma´ximo
do invariante de Kretschmann e´ independente da massa do buraco negro. Isso significa
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que a esfera S2 toma o lugar do raio mı´nimo que e´ independente da massa do buraco
negro e de p0b e que depende apenas de lP (comprimento de Planck). Considerando-se a
soluc¸a˜o pc(t) e impondo a a´rea mı´nima Amı´n = 4piγδmp
0
b da esfera S
2 para ser igual a
a´rea da lacuna mı´nima da gravidade quaˆntica de lac¸os a0 = 2
√
3piγl2P . Com a escolha
γδmp0b = a0/4pi obte´m-se um resultado f´ısico significativo. Na˜o impondo pc(t) para ter
um mı´nimo em a0, mas impondo que o mı´nimo de pc(t) e´ a a´rea mı´nima da LQG. A
a´rea mı´nima das duas esferas e´ um resultado e na˜o uma imposic¸a˜o. Observa-se que esta
escolha de p0b fixa o ma´ximo absoluto e o mı´nimo relativo de pb(t) para ser independente
da massa m como esta´ mostrado na Fig. 2.3.
Figura 2.3: Gra´fico de p2b(t) para diferentes valores de massa (m = 10, 15, 20). Ma´ximo
(absoluto) e mı´nimo (relativo) de p2b(t) sa˜o independentes da massa m.
Buscou-se providenciar algum argumento para apoiar a escolha p0b ∼ a0/m. No
trabalho [28] e´ mostrado o espac¸o de fase parametrizado por m e o momento conju-
gado pm o qual mostra que ambas sa˜o constantes de movimento (na notac¸a˜o pm = p
0
b).
Como usualmente em mecaˆnica quaˆntica elementar, para derivar a relac¸a˜o de incerteza
de Heisenberg, pode-se introduzir o estado |φ〉 = (mˆ + iλpˆm)|ψ〉, onde mˆ e pˆm sa˜o os
operadores de massa e momento, respectivamente, e λ ∈ <. Ao estabelecer norma posi-
tiva 〈φ|φ〉 = 〈mˆ2〉 + iλ〈[mˆ, pˆm]〉 + λ2〈pˆ2m〉 ≥ 0 tem-se o discriminante, de segunda ordem
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em λ, e´ negativo ou zero. A condic¸a˜o do discriminante da´ 〈mˆ2〉〈pˆ2m〉 ≥ −〈[mˆ, pˆm]〉2/4.
Introduzindo o comutador [mˆ, pˆm] = il
2
P obte´m-se 〈mˆ2〉〈pˆ2m〉 ≥ l4P . Pode-se calcular 〈mˆ2〉
no estado gaussiano semicla´ssico,
ψ(m)m0,p0 =
e−
(m−m0)2
4∆2 e
ip0m
l2
P
(2pi∆2)1/4
, (2.26)
e o resultado e´ 〈mˆ2〉 = 4m20 (para ∆ =
√
3m0). Usando a relac¸a˜o de incerteza de Heisen-
berg determina-se 〈pˆ2m〉 = l4P/16m20. Ao identificar 〈pˆ2m〉 = (p0b)2 obte´m-se m0p0b = l2P/4,
que e´ exatamente mp0b = a0/4piγδ para δ = 2
√
3, a0 = 2
√
3piγl2P e m0 ≡ m. Introduzindo
explicitamente todos os coeficientes, mas o principal resultado e´ p0b ∼ a0/m. Pore´m, o
que foi apresentado aqui e´ um argumento e na˜o uma prova. No final da sec¸a˜o (2.5) sera´
apresentada uma interpretac¸a˜o f´ısica de p0b .
Buscando realc¸ar a semelhanc¸a entre a equac¸a˜o de movimento para pc(t) e a equa-
c¸a˜o de Friedmann da cosmologia quaˆntica de lac¸os. Pode-se escrever a equac¸a˜o diferencial
para pc(t) da seguinte forma:(
p˙c
pc
)2
= 4
(
1− a
2
0
16pi2p2c
)
. (2.27)
A partir desta equac¸a˜o e´ expressado pc no lugar do valor a0/4pi. Esta e´ bastante semelhante
ao que e´ ressaltado na cosmologia quaˆntica de lac¸os [29]. Como esta´ evidente a partir
da Fig. 2.4, o ma´ximo do invariante de Kretschmann e´ independente da massa, e esta´
localizado em rmax ∼ √a0 (a0 ∼ l2P ). Neste ponto redefine-se a varia´vel t ↔ x (com
a subsequente identificac¸a˜o x ≡ r) e as componentes da me´trica levam a soluc¸a˜o de
Schwarzschild na forma padra˜o:
−N2(t) −→ grr(r),
X2(t) −→ gtt(r), (2.28)
Y 2(t) −→ gθθ(r) = gφφ/ sen2θ.
Esquematicamente as propriedades da me´trica sa˜o as seguintes:
lim
r→+∞
gµν(r) = ηµν ,
lim
r→0
gµν(r) = ηµν ,
lim
m,a0→0
gµν(r) = ηµν , (2.29)
k(g) <∞∀r,
rmax(k(g)) ∼ √a0.
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Figura 2.4: Gra´fico do invariante de Kretschmann RµνρσR
µνρσ(m, r) para m ∈
[0, 106], t ∈ [0, 2] γδ ∼ 1.
Considerando-se as propriedades (2.29) suficientes para estender a soluc¸a˜o em todo espac¸o-
tempo. A soluc¸a˜o esta´ resumida na Tab. 2.1 (na tabela na˜o e´ fixado o paraˆmetro p0b).
Falou-se na sec¸a˜o anterior que a soluc¸a˜o me´trica tem dois horizontes de eventos. Um
horizonte de evento e´ definido por uma superf´ıcie nula
∑
(r, θ) = const.. A superf´ıcie∑
(r, θ) = const. e´ uma superf´ıcie nula se a normal ni = ∂
∑
/∂xi e´ um vetor nulo ou
satisfaz a condic¸a˜o nin
i = 0. A u´ltima identidade diz que o vetor ni esta´ na pro´pria
superf´ıcie, de fato d
∑
= dxi∂
∑
/∂xi e dxi||ni. A norma do vetor ni e´ dado por:
nin
i = gij
∂
∑
∂xi
∂
∑
∂xi
= 0. (2.30)
Nesse caso (2.32) reduz-se a`:
grr
∂
∑
∂r
∂
∑
∂r
+ gθθ
∂
∑
∂θ
∂
∑
∂θ
= 0, (2.31)
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gµν LQBH Cla´ssico
gtt(r)
(2γδm)2ω(δ)
(
1−ρ2(δ)
(
1− 2mr P(δ)
1+ 2mr P(δ)
)2)
(
1−
(
1− 2mr P(δ)
1+ 2mr P(δ)
)2)2[(
γδmp0
b
2r
)2
+r2
] − (1− 2m
r
)
grr(r) −
γ2δ2
[(
γδmp0b
2r2
)2
+1
]
1−ρ2(δ)
(
1− 2mr P(δ)
1+ 2mr P(δ)
)2 11− 2m
r
gθθ
(
γδmp0b
2r
)2
+ r2 r2
Tabela 2.1: Resumo da soluc¸a˜o
e esta equac¸a˜o e´ satisfeita onde grr(r) = 0 e se a superf´ıcie e´ independente de θ,
∑
(r, θ) =∑
(r). Os pontos onde grr = 0 sa˜o r− e r+ = 2m.
Pode-se escrever a me´trica em outra forma que e´ mais semelhante ao espac¸o-tempo
de Reissner-Nordstro¨m. A me´trica pode ser escrita na seguinte forma:
ds2 = −64pi
2(r − r+)(r − r−)(r + r+P(δ))2
64pi2r4 + a20
dt2 +
dr2
64pi2(r−r+)(r−r−)r4
(r+r+P(δ))2(64pi2r4+a20)
(2.32)
+
(
a20
64pi2r2
+ r2
)
dΩ(2).
Ao desenvolver a me´trica (2.32) pelo paraˆmetro δ e a a´rea mı´nima a0 em ordem zero,
obte´m-se a soluc¸a˜o de Schwarzschild: gtt(r) = −(1 − 2m/r) + O(δ2) + O(a20), rrr(r) =
1/(1− 2m/r) +O(δ2) +O(a20) e gθθ(r) = gφφ/ sen2θ = r2 +O(a20). Tem-se correc¸o˜es para
a me´trica a partir do paraˆmetro polime´rico e tambe´m da a´rea mı´nima a0.
Para checar o limite semicla´ssico calcula-se a expansa˜o perturbativa do invariante
de curvatura para δ e a0 pequenos, e obte´m-se uma quantidade divergente em r = 0
em qualquer ordem do desenvolvimento. A regularidade de K na˜o e´ um resultado per-
turbativo, de fato, para pequenos valores da coordenada r, K ∼ 3145728pi4r6/a40γ8δ8m2
diverge quando a0 → 0. (Para a soluc¸a˜o semicla´ssica o trac¸o do tensor de Ricci (R = Rµµ)
na˜o e´ identicamente zero como para a soluc¸a˜o de Schwarschild. Calcula-se tambe´m este
operador e obte´m-se uma quantidade regular em r = 0).
Conclui-se esta sec¸a˜o mostrando a independeˆncia da posic¸a˜o do pico do invariante
de Kretschmann a partir do paraˆmetro polime´rico δ. Tem-se o gra´fico do invariante K(δ, r)
e obte´m-se o resultado na Fig. 2.5. A partir da figura e´ evidente que a posic¸a˜o do ma´ximo
do invariante de Kretschmann e´ independente de δ.
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Figura 2.5: Gra´fico do invariante de Kretschmann como func¸a˜o de t ∈ [0, 0.5] e o paraˆ-
metro polime´rico δ ∈ [0, 1].
2.4 Estrutura causal e diagrama de Carter-Penrose
Nesta sec¸a˜o sera˜o constru´ıdos os diagramas de Carter-Penrose [30] para a me´trica
semicla´ssica (2.32). Para obter os diagramas sera˜o feitas algumas mudanc¸as de coordena-
das enumeradas de 1-8.
1) Pode-se expressar a me´trica (2.32) na forma ds2 = g00(r(r∗))(dt2 − dr2∗) intro-
duzindo a coordenada tartaruga r∗ definida por:
r∗ =
∫ √
−g11
g00
dr =
1
512pi2
[
− 2a
2
0
P(δ)2m2r + 512pi
2r +
a20(P(δ)2 + 1)
P(δ)4m3 log(r)
−a
2
0 + 1024pi
2m4
(P(δ)2 − 1)m3 log |r − r+|+
a20 + 1024pi
2P(δ)4m4
(P(δ)2 − 1)P(δ)4m3 log |r − r−|
]
; (2.33)
2) O segundo conjunto de coordenadas a ser usado e´ (u, v, θ, φ), onde u = t− r∗ e
v = t+ r∗. A me´trica torna-se ds2 = g00(u, v)dudv;
3) A singularidade no horizonte de evento r+ desaparece usando as coordenadas
(U+, V +, θ, φ) definidas por U+ = −exp(−k+u)/k+, V + = exp(−k+v)/k+, onde
k+ =
256pi2(1− P(δ)2)m3
(a20 + 1024pi
2m4)
. (2.34)
Introduzindo a func¸a˜o parame´trica:
k− =
256pi2(P(δ)2 − 1)P(δ)4m3
(a20 + 1024pi
2P(δ)4m4) . (2.35)
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Note que k+ > 0 e k− < 0. Nestas coordenadas a me´trica e´:
ds2 = −64pi
2(r + r+P(δ))2
64pi2r4 + a20
(r − r−)1−
k+
k− e
− k+
256pi2
[
− 2a
2
0
P(δ)2m2r+512pi
2r
+
a20(P(δ)2 + 1)
P(δ)4m3 log(r)
]
dU+dV + = −F (r)2dU+dV +, (2.36)
onde introduz-se a func¸a˜o F (r)2 = −g00(r)(∂u/∂U+)(∂v/∂V +) que e´ definida explicita-
mente em termos de U+ e V +.
4) Usando as coordenadas (t′, x′, θ, φ) definidas por x′ = (U+− V +)/2, t′ = (U+ +
V +)/2, a me´trica (2.32) assume a forma conformalmente plana ds2 = F (r)2(−dt′2 +dx′2).
Nestas coordenadas as trajeto´rias da coordenada r sa˜o:
U+V + = t′2 − x′2 = −e
2k+r∗
k2+
= − 1
k2+
(r − r+)(r − r−)
k+
k−
e
− k+
256pi2
[
− 2a
2
0
P(δ)2m2r+512pi
2r+
a20(P(δ)2+1)
P(δ)4m3 log(r)
]
. (2.37)
Os horizontes de eventos r+ e r− esta˜o localizados em:
U+V + = t′2 − x′2 = 0, r = r+, (2.38)
U+V + = t′2 − x′2 = +∞, r = r−. (2.39)
5) Um primeiro diagrama Carter-Penrose para a regia˜o r > r− pode ser constru´ıdo
usando as coordenadas (ψ, ξ, θ, φ) definido por U+ ∼ tg[(ψ − ξ)/2)], V + ∼ tg[(ψ + ξ)/2]
e −pi ≤ ψ ≤ pi, −pi ≤ ξ ≤ pi. O horizonte de evento r = r+ esta´ localizado em U+V + = 0
ou ψ = ±ξ. O horizonte de evento r = r− esta´ localizado em U+V + = +∞ ou ψ = ±ξ±pi
para −pi/2 ≤ ξ ≤ 0, ψ = ∓ξ ± pi para 0 ≤ ξ ≤ pi/2. Outras regio˜es assinto´ticas sa˜o: I+,
I−(ψ = ∓ξ ± pi), i0(ψ = 0, ξ = pi), i+(ψ = pi/2, ξ = pi/2), i0(ψ = −pi/2, ξ = pi/2). O
diagrama de Carter-Penrose para esta regia˜o e´ mostrado no lado esquerdo na Fig. 2.6.
6) Nas coordenadas introduzidas acima, a me´trica (2.32) na˜o e´ regular em r−. Para
remover a singularidade em r− introduziu-se as coordenadas (U−, V −, θ, φ) definidas por
U− = −exp(−k−u)/k−, V − = exp(−k−v)/k−. Nestas coordenadas a me´trica e´:
ds2 = −64pi
2(r + r+P(δ))2
64pi2r4 + a20
(r+ − r)1−
k−
k+
e
− k+
256pi2
[
− 2a
2
0
P(δ)2m2r+512pi
2r+
a20(P(δ)2+1)
P(δ)4m3 log(r)
]
dU+dV + = −F ′(r)2dU−dV −, (2.40)
onde F ′(r) = −g00(r)(∂u/∂U−)(∂v/∂V −). Agora a me´trica e´ regular em r = r−, mas e´
singular em r = r+.
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7) Como nesta regia˜o r > r−, introduz-se as coordenadas (t′′, x′′, θ′′, φ′′) em termos
de que ds2 = F ′2(r)(−dt′′2 + dx′′2). As trajeto´rias r const. sa˜o definidas pelas curvas
U−V − = t′′2 − x′′2 =
= − 1
k2−
(r− − r)(r+ − r)
k+
k− e
2
k+
256pi2
[
− 2a
2
0
P(δ)2m2r+512pi
2r+
a20(P(δ)2+1)
P(δ)4m3 log(r)
]
. (2.41)
Em particular os horizontes r+, r− e o ponto r = 0 esta˜o definidos pelas curvas:
U−V − = t′′2 − x′′2 = +∞, r = r+,
U−V − = t′′2 − x′′2 = 0, r = r−, (2.42)
U−V − = t′′2 − x′′2 = −∞, r = 0.
8) Em coordenadas (ψ′, φ′, θ, φ) definidas por U− ∼ tg[(ψ′− ξ′)/2], V + ∼ tg[(ψ′+
ξ′)/2]. O horizonte de evento r = r− esta´ localizado em U−V − = 0 ou ψ′ = ±ξ′, o
horizonte de evento r = r+ esta´ localizado em U
−V − = +∞ ou ψ′ = ∓ξ′ ± pi para
0 ≤ ξ′ ≤ pi/2, ψ′ = ±ξ′±pi para 0 ≤ ξ′ ≤ pi/2. As outras regio˜es assinto´ticas sa˜o definidas
por r = 0 : ψ′ = ±ξ′ ∓ pi para pi/2 ≤ ξ ≤ pi e ψ′ = ±ξ′ ± pi para −pi ≤ ξ′ ≤ −pi/2. O
diagrama de Carter-Penrose para esta regia˜o esta´ no lado direito da Fig. 2.6.
Figura 2.6: A figura no lado esquerdo representa o diagrama de Carter-Penrose na regia˜o
fora r− e a figura do lado direito o diagrama para r− ≤ r ≤ 0.
Agora mostra-se que qualquer part´ıcula massiva na˜o pode alcanc¸ar r = 0 em um
tempo pro´prio finito. Considera-se a equac¸a˜o da geode´sica radial para uma part´ıcula
pontual com massa:
(−gttgrr)r˙2 = E2n + gtt, (2.43)
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onde “·” e´ a derivada com relac¸a˜o ao tempo pro´prio (τ) e En e´ a energia da part´ıcula
pontual. Se a part´ıcula cair a partir do infinito com velocidade radial inicial zero, a
energia e´ En = 1. Pode-se escrever (2.43) em uma forma mais familiar:
(−gttgrr)r˙2 + Vef (r) = E, (2.44)
um gra´fico de Vef esta´ na Fig. 2.7. Para r = 0, Vef (r = 0) = 4m
4pi2γ8δ8/a20 enta˜o
qualquer part´ıcula com En < Vef (0) na˜o pode alcanc¸ar r = 0. Se a energia da part´ıcula e´
En > Vef (0), a equac¸a˜o da geode´sica para r ∼ 0 e´ r˙2 ∼ r4 e integrando τ ∼ 1/r− 1/r0 ou
∆τ ≡ τ(r0)− τ(0) −→ +∞. Pode-se construir os diagramas da Fig. 2.6 para obter uma
extensa˜o ma´xima similar ao de Reissner-Nordstro¨m. O resultado esta´ expressado na Fig.
2.8.
Figura 2.7: Gra´fico de Vef (r). No lado esquerdo esta´ uma ampliac¸a˜o do Vef para r ∼ 0.
2.5 Nu´cleo de Schwarschild assinto´tico pro´ximo a r ∼
0
Nesta sec¸a˜o sera´ estudado o limite quando r ∼ 0 da me´trica (2.32). Ao desenvolver
a me´trica muito pro´ximo ao ponto r ∼ 0, obte´m-se:
ds2 = −(a− br)dt2 + dr
2
cr4 − dr5 +
dΩ(2)
cr2
. (2.45)
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Figura 2.8: Extensa˜o do espac¸o-tempo ma´xima do LQBH no lado esquerdo e a extensa˜o
ana´loga para o buraco negro de Reissner-Nordstro¨m.
As func¸o˜es parame´tricas a, b, c, d sa˜o:
a =
64Ω(δ)m4pi2γ4P(δ)2
a20(1 + γ
2δ2)2
, b =
128Ω(δ)m3pi2γ2δ2P(δ)
a20(1 + γ
2δ2)
,
c =
64pi2
a20
, d =
128pi2(1 + γ2δ2)P(δ)
a20mγ
2δ2
. (2.46)
Considerando a mudanc¸a de coordenada R = 1/r
√
c. O ponto r = 0 e´ mapeado no ponto
R = +∞. A me´trica nas novas coordenadas e´:
ds2 = −
(
1− m1
R
)
dt2 +
dR2
1− m2
R
+R2dΩ(2), (2.47)
onde m1 e m2 sa˜o func¸o˜es de m, a0, δ, e γ com:
m1 =
b
a
√
c
=
a0
4pimγ2δ2(δ)
, m2 =
d
c3/2
=
a0(1 + γ
2δ2)
4pimγ2δ2P(δ) . (2.48)
Para δ pequeno obte´m-se m1 ∼ m2 e (2.47) converge para a me´trica de Schwarzschild
de massa M ∼ a0/2mpiγ4δ4. Pode-se concluir que o espac¸o-tempo perto do ponto r ∼ 0
e´ descrito por uma me´trica de Schwarzschild efetiva de massa M ∼ a0/m no limite de
grandes distaˆncias R  M . Um observador na regia˜o assinto´tica r = 0 observa uma
me´trica de Schwarzschild de massa M ∼ a0/m.
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Uma poss´ıvel interpretac¸a˜o f´ısica de p0b . Ao reintroduzir p
0
b ∼ a0/m no nu´cleo de
massa M definido acima obte´m-se M ∼ p0b , enta˜o, pode-se interpretar p0b como a massa do
buraco negro visto a partir de um observador em r ∼ 0. Em [31] os autores interpretam
p0b como sendo a massa de um segundo buraco negro. Nesta interpretac¸a˜o p
0
b e´ visto
como sendo a massa do buraco negro, mas do ponto de vista de um observador na regia˜o
assinto´tica r ∼ 0.
2.6 Alto-Dualidade
Nesta sec¸a˜o mostra-se explicitamente que a soluc¸a˜o de buraco negro obtida em
LQG e´ auto-dual no sentido da me´trica ser invariante sob a transformac¸a˜o r → a0/r. Esta
transformara´ as quantidades como e´ mostrado na tabela a seguir: (note que R+ > R− ∀δ
Auto-Dualidade
r → R = a0
r
r+ → R− = a0r+ = a02m
r− → R+ = a0r− = a02mP(δ)2
r? → R? = a0r?
Tabela 2.2: Propriedade auto-dualidade da me´trica
porque P(δ) < 1). Ao aplicar esta transformac¸a˜o a me´trica (2.32), obte´m-se:
ds2 = −64pi
2(R−R+)(R−R−)(R +R?)2
64pi2R4 + a20
dt2 +
dR2
64pi2(R−R+)(R−R−)R4
(R+R?)2(64pi2R4+a20)
+
(
a20
64pi2R2
+R2
)
dΩ(2), (2.49)
onde r? = 2mP(δ). A transformac¸a˜o r → a0/r e´ complementada com uma redefinic¸a˜o
da coordenada temporal t → P(δ)(r3/2+ r1/2− /a0)t. E´ evidente a partir da forma explicita
(2.49) que a me´trica e´ auto-dual.
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Cap´ıtulo 3
Ondas Gravitacionais a partir de
Buracos Negros
Perturbac¸o˜es gravitacionais (s = 2) de buracos negros sa˜o de um interesse especial
por causa da cont´ınua busca por ondas gravitacionais. Ao conseguir detectar ondas gra-
vitacionais, e´ importante que se tenha algum entendimento da f´ısica envolvida na gerac¸a˜o
de tais ondas. Os buracos negros com seu campo gravitacional extremamente grande sa˜o
considerados entre as mais promissoras fontes de ondas gravitacionais no universo [ver
Thorne (1987,1994a) para uma discussa˜o sobre os detectores de ondas gravitacionais].
Assim, tem-se desenvolvidos muitos trabalhos dedicados a buracos negros gravita-
cionalmente perturbados.
Perturbac¸o˜es gravitacionais sa˜o fundamentalmente diferentes das escalares e ele-
tromagne´ticas. Considerando as duas u´ltimas que correspondem aos campos de onda que
envolvem em um fundo com geometria fixa, o caso gravitacional corresponde a mudanc¸as
de instantes na pro´pria me´trica.
Que existem ondas gravitacionais e´ uma previsa˜o inequivocada da relatividade ge-
ral. Em contraste com as ondas eletromagne´ticas que sa˜o geradas, principalmente, nos
processos que envolvem a´tomos individuais, as ondas gravitacionais sa˜o criadas pelo mo-
vimento em massa. Provavelmente, ondas gravitacionais vira˜o de processos que envolvem
objetos massivos e compactos. Por isso, os buracos negros sera˜o as fontes mais prova´veis
de ondas gravitacionais no Universo. A maioria dos processos dinaˆmicos que envolvem
buracos negros devem dar origem a ondas gravitacionais caracter´ısticas. Ale´m disso, as
ondas gravitacionais devem interagir fracamente com a mate´ria, para que possam escapar
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da regia˜o perto do buraco negro quase na˜o afetado por um poss´ıvel disco de acrec¸a˜o.
Assim, as ondas gravitacionais fornecem uma sonda ideal para o campo da relatividade
geral.
3.1 Perturbac¸o˜es Lineares de Buracos Negros
As perturbac¸o˜es gravitacionais de fato, sa˜o o caso mais interessante a ser estudado,
principalmente no que se refere a` estabilidade de soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein. Ao
contra´rio das perturbac¸o˜es escalares e eletromagne´ticas, perturbac¸o˜es gravitacionais afe-
tam levemente a me´trica de fundo. Considere que a evoluc¸a˜o de campos gravitacionais
em um espac¸o-tempo esfericamente sime´trico e´ governada pelas equac¸o˜es de Einstein.
A perturbac¸a˜o causada por campos gravitacionais pode ser dividida em axiais e polares
devido a simetria do problema. Essas nomenclaturas devem-se ao modo como elas se
transformam sobre uma inversa˜o espacial na coordenada azimutal φ e foi introduzida por
Chandrasekhar em 1983 [32].
Perturbac¸o˜es axiais transformam-se como (−1)l+1 e induzem um efeito de rota-
c¸a˜o no buraco negro. Ja´ as perturbac¸o˜es polares, transformam-se como (−1)l e como
independem do sinal da coordenada φ na˜o induzem rotac¸a˜o.
Considera-se apenas perturbac¸o˜es de primeira ordem na me´trica g˘µν . A me´trica
esfericamente sime´trica (Schwarzschild) e´ dada por:
ds2 = g˘µνdx
µdxν ≡ −
(
1− 2m
r
)
dt2 +
(
1− 2m
r
)−1
dr2 + r2dΩ(2), (3.1)
e as equac¸o˜es de Einstein (3+1)-dimenso˜es para o va´cuo, ou seja, no exterior do buraco
negro sa˜o:
R˘µν − 1
2
g˘µνR˘ = T˘µν −→ R˘µν − 1
2
g˘µνR˘ = 0, (3.2)
onde a notac¸a˜o (˘ ) indica que o objeto sera´ calculado com respeito a me´trica de fundo
g˘µν , ou seja, o objeto na˜o e´ perturbado.
O escalar de Ricci sera´ obtido ao contrair o tensor de Ricci (R˘µν) com g˘
µν . Entre-
tanto, ele tambe´m pode ser calculado ao contrair a equac¸a˜o (3.2) com a me´trica. No caso
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do espac¸o-tempo vazio, o escalar de Ricci sera´:
g˘µνR˘µν − 1
2
g˘µν g˘µνR˘ = 0,
R˘− 1
2
δµµR˘ = 0,
R˘ = 0. (3.3)
Consequentemente a equac¸a˜o (3.2) reduz-se a:
R˘µν = 0. (3.4)
A equac¸a˜o acima sera´ a equac¸a˜o a ser perturbada.
Para uma perturbac¸a˜o em primeira ordem a nova me´trica pode ser escrita como:
gµν = g˘µν + hµν , g
µν = g˘µν − hµν , gµαgαν = δνµ +O(h2), (3.5)
onde hµν  g˘µν . Como essa perturbac¸a˜o e´ pequena os termos de segunda ordem O(h2),
podem ser desprezados por serem muito menores do que a perturbac¸a˜o hµν . As derivadas
covariantes das quantidades perturbadas sera˜o efetuadas com os s´ımbolos de Christoffel
na˜o perturbados Γ˘αµν . Entretanto, para calcular o tensor de Ricci perturbado sera´ preciso
utilizar os s´ımbolos de Christoffel perturbados Γαµν .
Os s´ımbolos de Christoffel perturbados sa˜o dados por:
Γαµν =
1
2
gαβ(gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β) (3.6)
= Γ˘µνα + δΓ
α
µν +O(h2),
onde o termo δΓαµν pode ser escrito da seguinte maneira:
δΓαµν =
1
2
g˘αβ(hβµ;ν + hβν;µ − hµν;β), (3.7)
onde “;” representa a derivada covariante. O tensor de Ricci perturbado e´ dado pelas
equac¸o˜es:
δRµν = δΓ
α
µα;ν − δΓαµν;α. (3.8)
Assim, substituindo a me´trica perturbada gµν na equac¸a˜o (3.4) e identificando-a com o
tensor de Ricci perturbado tem-se as equac¸o˜es de campo perturbadas para o va´cuo como
sendo:
Rµν = R˘µν + δRµν = 0,
δRµν = δΓ
α
µα;ν − δΓαµν;α,
δRµν = 0. (3.9)
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Essa e´ a equac¸a˜o que governa a propagac¸a˜o de campos gravitacionais no va´cuo de um
espac¸o-tempo esfericamente sime´trico. Pode-se expressar as perturbac¸o˜es me´tricas em
termos de uma parte puramente temporal (h00), de uma parte puramente espacial (hij) e
de uma parte mista (espac¸o-tempo) (h0i):
hµν =
 h00 hi0
h0i hij
 . (3.10)
Nas pro´ximas sec¸o˜es deste cap´ıtulo, sera´ utilizada a me´trica de Schwarzschild para
explicitar as equac¸o˜es que governam a propagac¸a˜o de campos gravitacionais neste espac¸o-
tempo.
3.2 Perturbac¸o˜es gravitacionais axiais
Sera˜o consideradas as partes da me´trica perturbada que sa˜o de ”paridade ı´mpar”.
Neste caso, e´ comum introduzir as func¸o˜es desconhecidas h0(t, r), h1(t, r) e h2(t, r) de
modo que as componentes de (3.10) podem ser escritas como:
h00 = 0,
h0i = h0(t, r)
[
0,− 1
sen(θ)
∑
l,m
∂φYlm, sen(θ)
∑
l,m
∂θYlm
]
, (3.11)
hij = h1(t, r)(eˆ1)ij + h2(t, r)(eˆ2)ij,
onde (eˆ1,2)ij =
∑
l,m
[
(eˆ1,2)ij
]
. Sera˜o omitidos os ı´ndices (l,m) e o somato´rio para manter
as expresso˜es mais compactas. Os tensores harmoˆnicos esfe´ricos (eˆ1,2)ij em (3.11) teˆm
expresso˜es bastante complicadas, mas de uma forma mais simples podem serem expressos
como:
(eˆ1)ij =

0 − 1
sen(θ)
∂φYlm sen(θ)∂θYlm
− 1
sen(θ)
∂φYlm 0 0
sen(θ)∂θYlm 0 0
 (3.12)
e
(eˆ2)ij =

0 0 0
0 1
sen(θ)
(∂2θφ − ctg(θ)∂φ)Ylm 12 [ 1sen2(θ)∂2φ − cos(θ)∂φ − sen(θ)∂2θ ]Ylm
0 1
2
[ 1
sen2(θ)
∂2φ − cos(θ)∂φ − sen(θ)∂2θ ]Ylm −[ sen(θ)∂2θφ − cos(θ)∂φ]Ylm
 .
(3.13)
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As equac¸o˜es de Einstein com as perturbac¸o˜es me´tricas (3.11)-(3.13) podem ser
simplificadas, se for feita uma escolha adequada do calibre. Lembrando que, por causa
da aproximac¸a˜o linear, qualquer transformac¸a˜o de coordenadas infinitesimal conduzira´
a novas perturbac¸o˜es me´tricas que sa˜o determinadas apo´s a especificac¸a˜o adequada das
condic¸o˜es para o deslocamento do quadrivetor-vetor ξµ. Enquanto essas condic¸o˜es sa˜o
totalmente arbitra´rias, e´ conveniente escolher as que produzem uma simplificac¸a˜o das
equac¸o˜es, e no caso das perturbac¸o˜es axiais, a escolha e´ feita usualmente tal que:
h2(t, r) = 0. (3.14)
Neste calibre, que e´ normalmente referido como o calibre de Regge-Wheeler [33], as per-
turbac¸o˜es me´tricas de paridade ı´mpares assumem a forma mais simples:
haxiaisµν =

0 0 0 h0
0 0 0 h1
0 0 0 0
h0 h1 0 0
 senθ∂θPl(cos θ)e
imφ, (3.15)
onde Pl(cos(θ)) sa˜o os polinoˆmio de Legendre de ordem l. Ale´m de ser mais simples, as
equac¸o˜es neste calibre sa˜o independentes de m, assim pode-se trabalhar com o caso mais
simples onde m = 0. Como resultado, as equac¸o˜es de Einstein para a me´trica perturbada
(3.15) conduzem ao seguinte sistema de equac¸o˜es:
∂2Q
∂t2
− ∂
2Q
∂r2∗
+
(
1− 2M
r
)[
l(l + 1)
r2
− 6M
r3
]
Q = 0, (3.16)
∂h0
∂t
=
∂
∂r∗
(r∗Q) , (3.17)
onde define-se,
Q ≡ h1
r
(
1− 2M
r
)
, r∗ = r + 2M ln
( r
2M
− 1
)
. (3.18)
Devido r∗ → r quando r → ∞ e r∗ → −∞ quando r → 2M+, a coordenada tartaruga e´
particularmente adequada para estudar a propagac¸a˜o das perturbac¸o˜es pro´ximo ao hori-
zonte de evento do buraco negro, que neste sistema de equac¸o˜es, e´ localizado em −∞ e
portanto na˜o deve apresentar singularidade de coordenadas.
Uma maneira conveniente de olhar a equac¸a˜o (3.16) conhecida como “equac¸a˜o de
Regge-Wheeler”, e´ considerando-a como uma equac¸a˜o de onda em um potencial barreira
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V (r), onde:
V (r) ≡
(
1− 2M
r
)[
l(l + 1)
r2
+ p
]
, p = −6m
r3
. (3.19)
O potencial (3.19) e´ algumas vezes referido como o “potencial de Regge-Wheeler” e tem
um ma´ximo justamente fora do horizonte de evento, em r ∼ 3, 3m em coordenadas de
Schwarzschild, como esta´ mostrado na representac¸a˜o esquema´tica na figura 3.1.
Figura 3.1: Representac¸a˜o esquema´tica do potencial de Regge-Wheeler V (r) e do seu
efeito sobre uma perturbac¸a˜o incidente que e´ parcialmente transmitida e parcialmente
refletida.
Observa-se que a equac¸a˜o de Regge-Wheeler compartilha todas as propriedades
bem conhecidas de uma equac¸a˜o de onda em um potencial de espalhamento e os numerosos
resultados que teˆm sido encontrados para este tipo de equac¸a˜o (Eq. tipo-Schro¨dinger)
pode tambe´m ser aplicado para a propagac¸a˜o das perturbac¸o˜es no espac¸o-tempo do buraco
negro de Schwarzschild (ver [34] para uma discussa˜o mais detalhada).
Como um exemplo, perturbac¸o˜es me´tricas atingindo o buraco negro a partir do
infinito espacial podem ser consideradas como um pacote de onda que vai espalhar contra
o potencial barreira V (r). Como na mecaˆnica quaˆntica, nem todos os pacotes de ondas
sera˜o transmitidos atrave´s do potencial e algumas deles, dependendo das propriedades
do pro´prio pacote, sera˜o refletidos e alcanc¸ara˜o o infinito espacial novamente (ver figura
3.1). Isso e´ bem diferente do que acontece, por exemplo, quando uma massa esfe´rica cai
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radialmente para o buraco negro, estas diferenc¸as radicais realc¸am a importaˆncia de uma
ana´lise perturbativa do espac¸o-tempo de buracos negros.
Outro aspecto interessante da equac¸a˜o de Regge-Wheeler e´ que ela mante´m uma
forma ana´loga tambe´m para as perturbac¸o˜es escalares e vetoriais, com a u´nica diferenc¸a
que aparece no potencial efetivo (3.19), onde p = 2M/r3 para as perturbac¸o˜es escalares e
p = 0 para as vetoriais [35].
3.3 Pertubac¸o˜es gravitacionais polares
Em seguida, sera˜o consideradas perturbac¸o˜es da me´trica que sa˜o de“paridade par”.
A abordagem matema´tica e´ semelhante ao que foi feito para as perturbac¸o˜es de paridade
ı´mpar e tambe´m neste caso, e´ u´til introduzir um nu´mero de func¸o˜es desconhecidas h0(t, r),
h1(t, r), H0(t, r), H1(t, r), H2(t, r), K(t, r) e G(t, r) de modo que as func¸o˜es da me´trica
perturbada podem ser escritas como:
h00 = −1
2
(
1− 2M
r
)1/2
H0Ylm,
h0i = [H1Ylm, h0∂θYlm, h0∂φYlm] , (3.20)
hij = h1(fˆ1)ij +
H2
1− 2M
r
(fˆ2)ij + r
2K(fˆ3)ij + r
2G(fˆ4)ij,
onde os tensores harmoˆnicos esfe´ricos (fˆ1−4)ij teˆm as formas:
(fˆ1)ij =

0 ∂θYlm ∂φYlm
∂θYlm 0 0
∂φYlm 0 0
 , (3.21)
(fˆ2)ij =

Ylm 0 0
0 0 0
0 0 0
 , (3.22)
(fˆ3)ij =

0 0 0
0 Ylm 0
0 0 sen2θYlm
 , (3.23)
e
(fˆ4)ij =

0 0 0
0 ∂2θYlm (∂
2
θφ − ctgθ∂φ)Ylm
0 (∂2θφ − ctgθ∂φ)Ylm (∂2φ − senθ cos θ∂θ)Ylm
 . (3.24)
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Tambe´m para as perturbac¸o˜es de paridade par, a liberdade do calibre pode ser
explorada e em particular um calibre pode ser escolhido em que:
G(r, t) = h0(r, t) = h1(r, t) = 0. (3.25)
Como resultado desta escolha de calibre, as perturbac¸o˜es da me´trica assumem a forma
mais compacta:
hpolarµν =

H0
(
1− 2M
r
)
H1 0 0
H1 H2
(
1− 2M
r
)−1
0 0
0 0 r2K 0
0 0 0 r2 sen2θK
Pl(cos θ)e
imφ. (3.26)
Escrevendo agora as equac¸o˜es de Einstein para me´trica perturbada (3.26) conduz-se a
seguinte equac¸a˜o:
∂2Z
∂t2
− ∂
2Z
∂r2∗
+ V˜ (r)Z = 0, (3.27)
que e´ tambe´m conhecida como a “equac¸a˜o de Zerilli”. A forma expl´ıcita da “func¸a˜o de
Zerilli” e´ um pouco complicada, mas pode ser expressada independentemente da escolha
do calibre, como:
Z ≡ 4re
−4λk2 + l(l + 1)rk1
l(l + 1)− 2 + 6M/r , (3.28)
onde e−λ ≡ 1− 2M/r e as func¸o˜es k1, k2, k3 e k4 sa˜o introduzidas no lugar de G, h1, K,
H2 e sa˜o definidas atrave´s das seguintes relac¸o˜es:
G = k3,
h1 = k4,
K = k1 − e
−2λ
r
[
r2
∂k3
∂r
− 2k4
]
, (3.29)
H2 = 2e
−2λk2 + r
∂k1
∂r
+
(
1 + r
∂λ
∂r
)
k1 − e−λ ∂
∂r
[
r2e−λ
∂k3
∂r
− 2e−λk4
]
.
Note que como para as perturbac¸o˜es axiais, as equac¸o˜es de Einstein podem ser
redefinidas na forma de uma equac¸a˜o de onda em um potencial de barreira V˜ (r), definido
como:
V˜ ≡
(
1− 2M
r
)[
2q(q + 1)r3 + 6q2Mr2 + 18qM2r + 18M3
r3(qr + 3M)2
]
, (3.30)
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onde
q ≡ (l − 1)(l + 2)
2
. (3.31)
Curiosamente, a equac¸a˜o de Regge-Wheeler e Zerilli (3.16) e (3.27) esta˜o inti-
mamente relacionadas, sendo poss´ıvel transformar a primeira (modos axial) na segunda
(modos polar) atrave´s dos operadores diferenciais adequados [34].
3.4 Modos quasinormais
Um dos aspectos mais interessantes da detecc¸a˜o de ondas gravitacionais sera´ a co-
nexa˜o destas com a existeˆncia de buracos negros [36]. Apesar de existirem va´rias formas
indiretas de identificar buracos negros no universo, ondas gravitacionais emitidas por eles
carregam uma “impressa˜o digital” que conduzira´ a` uma identificac¸a˜o direta da sua exis-
teˆncia. A radiac¸a˜o gravitacional de buracos negros oscilantes apresenta certas frequeˆncias
caracter´ısticas ( modos quasinormais), que sa˜o independentes dos processos que da˜o ori-
gem a essas oscilac¸o˜es. Os modos quasinormais sa˜o diretamente ligados aos paraˆmetros
do buraco negro (massa, carga e momento angular). Para estudar o espectro quasinormal
de buraco negro e´ conveniente fazer a transformac¸a˜o de Fourier da func¸a˜o:
Q(t, r) =
∞∑
n=0
e−iωntΦωn(r). (3.32)
Substituindo a equac¸a˜o (3.32) em (3.16), obte´m-se:[
d2
dr2∗
+ ω2n − Vl(r)
]
Φ(r) = 0, (3.33)
logo, a procura dos modos quasinormais reduziu-se ao problema de obter as frequeˆncias
da equac¸a˜o (3.33), onde as soluc¸o˜es aceita´veis devem ter =[ωn < 0]. Ha´ va´rios me´todos
desenvolvidos para avaliar os modos quasinormais, entre eles esta˜o:
1) A aproximac¸a˜o WKB; 2) Utilizac¸a˜o do potencial do buraco negro invertido; 3)
Transformac¸a˜o de Laplace combinada com a continuac¸a˜o anal´ıtica; 4) Integrac¸a˜o nume´rica
usando coordenadas complexas.
Devido a simplicidade do me´todo WKB desenvolvido por Schutz e Will e, depois
modificado por Iyer e Will [37], pode-se obter as frequeˆncias pela seguinte relac¸a˜o:
ω2 = [V0 + ∆]− i
(
n+
1
2
)
(−2V ′′0 )1/2 (1 + Ω) , (3.34)
31
onde:
∆ =
1
8
[
V
(4)
0
V ′′0
](
1
4
+ α2
)
− 1
288
(
V ′′′0
V ′′0
)2 (
7 + 60α2
)
,
Ω =
1
−2V ′′0
[
5
6912
(
V ′′′0
V ′′0
)4 (
77 + 188α2
)− 1
384
(
(V ′′′0 )
2(V
(4)
0 )
(V ′′0 )3
)(
51 + 100α2
)
+
1
2304
(
V
(4)
0
V ′′0
)2 (
65 + 68α2
)
+
1
288
(
V ′′′0 V
(5)
0
(V ′′0 )2
)(
19 + 28α2
)− 1
288
(
V
(6)
0
V ′′0
)(
5 + 4α2
) ,
com α = n+ 1
2
.
Agora, usando a relac¸a˜o acima para as frequeˆncias e o potencial de Regge-Wheller
(3.19), pode-se calcular os modos quasinormais para as perturbac¸o˜es gravitacionais axiais,
relatados na tabela (3.1).
n l = 2 l = 3 l = 4
0 0, 3731077743− 0, 08899009911i 0, 5992476055− 0, 09261516057i 0, 8090899525− 0, 09410349710i
1 0, 3456384197− 0, 2744383876i 0, 5822144716− 0, 2811157931i 0, 79664328299− 0, 2841812650i
2 0, 3022607897− 0, 4706309237i 0, 5528894322− 0, 4763235963i 0, 7734757541− 0, 4787150773i
3 0, 2466397843− 0, 6725958069i 0, 5152927928− 0, 6770832114i 0, 7430526525− 0, 6780155556i
Tabela 3.1: Os primeiros quatro modos quasinormais para os treˆs multipolos de radiac¸a˜o
mais baixa (l ≥ 2) de uma perturbac¸a˜o gravitacional do buraco negro de Schwarzschild.
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Cap´ıtulo 4
Ondas Gravitacionais a partir de
Buraco Negro Auto-Dual
No cap´ıtulo anterior estudou-se as perturbac¸o˜es gravitacionais no espac¸o-tempo de
Schwarzschild. Obtendo-se duas equac¸o˜es de onda, Regge-Wheeler e Zerilli. Em seguida
fez-se os ca´lculos dos modos quasinormais a partir da equac¸a˜o de Regge-Wheeler, usando
o me´todo WKB. Os quais sa˜o importantes porque sa˜o as frequeˆncias caracter´ısticas do
buraco negro e que trazem em si informac¸a˜o sobre a geometria dos mesmos.
Neste cap´ıtulo fez-se um estudo sobre as perturbac¸o˜es axiais, obtendo a equac¸a˜o
de Regge-Wheeler para os buracos negros auto-duais. Devido a auseˆncia da singularidade
no interior do buraco negro auto-dual, espera-se uma diferenc¸a no comportamento do
potencial com relac¸a˜o ao potencial cla´ssico (3.19). Em seguida foram calculados os modos
quasinormais do buraco negro auto-dual para os casos em que este possui massa maior
e menor que a massa de Planck. Espera-se que os modos quasinormais revelem alguma
diferenc¸a em relac¸a˜o ao caso cla´ssico, devido efeitos quaˆnticos da gravidade e, atrave´s dos
mesmos sera´ investigada a estabilidade desse tipo de buraco negro.
4.1 Perturbac¸o˜es gravitacionais axiais
Para o ca´lculo das perturbac¸o˜es gravitacionais axiais em uma me´trica dada pela
equac¸a˜o (2.32), tomou-se a a´rea mı´nima como sendo Amı´n = 8pia0. Utilizou-se o me´todo
desenvolvido por Regge e Wheeler [38]:
ds2 = −G(r)dt2 + 1
F (r)
dr2 +H(r)dΩ(2), (4.1)
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com as seguintes componentes:
G(r) ≡ gtt(r) = (r − r+)(r − r−)(r + r?)
2
r4 + a20
, F (r) ≡ grr(r) = (r − r+)(r − r−)r
4
(r + r?)2(r4 + a20)
,
H(r) ≡ gθθ = gφφ/ sen2θ =
(
a20
r2
+ r2
)
,
onde r+ = 2m, r− = 2mP(δb)2 e r? = 2mP(δb).
Devido a simetria do problema ser esfe´rica, pode-se decompor o tensor hµν em uma
parte angular, em termos de harmoˆnicos esfe´ricos tensoriais e uma parte dependente das
coordenadas r e t. Utilizando o resultado (3.15) pode-se ver que a componente axial da
perturbac¸a˜o gravitacional para a me´trica em estudo e´ dada por:
haxialµν =

0 0 0 h0(t, r)
0 0 0 h1(t, r)
0 0 0 0
h0(t, r) h1(t, r) 0 0
 senθ∂θPl(cos θ)e
imφ. (4.2)
Substituindo o tensor haxialµν na equac¸a˜o de campo perturbada:
δRµν = δΓ
α
µα;ν − δΓαµν;α = 0, (4.3)
obte´m-se as seguintes equac¸o˜es acopladas:
δRθφ =
1
2
[
−G−1∂h0
∂t
+ F
∂h1
∂r
+
1
2
F ′h1 +
1
2
G′
G
Fh1)
]
×
{
cos θ
∂Pl(cos θ)
∂θ
− senθ∂
2Pl(cos θ)
∂θ2
}
= 0, (4.4)
δRrφ =
1
2
[
G−1
(
∂2h0
∂t∂r
− H
′
H
∂h0
∂t
)
+
(
− l(l + 1)
H
h1 −G−1∂
2h1
∂t2
+
1
2
F ′
H ′
H
h1
+F
H ′′
H
h1 +
1
2
G′
G
F
H ′
H
h1
)]
×
{
senθ
∂l(cos θ)
∂θ
}
= 0, (4.5)
Essas equac¸o˜es podem ser simplificadas considerando as propriedades dos Polinoˆ-
mios de Legendre Pl(cos θ), ou seja, analisando os ı´ndices de multipolos l.
Para l = 0 tem-se que P0 = 1 e por consequeˆncia, a parte angular das equac¸o˜es
acima sa˜o identicamente nulas. Para l = 1 tem-se que P1(cos θ) = − senθ. Nesse caso a
equac¸a˜o δRθφ e´ identicamente nula. Como esses ı´ndices de multipolos l = 0, 1 sa˜o menores
que o valor do spin da perturbac¸a˜o (s = 2), eles na˜o sa˜o modos dinaˆmicos, ou seja, eles
na˜o evoluem no tempo. Correspondendo a quantidades conservadas.
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Uma perturbac¸a˜o gravitacional com ı´ndice l = 0 descreve uma mudanc¸a na massa
do buraco negro. Ja´ uma Perturbac¸a˜o com ı´ndice l = 1 corresponde a um deslocamento
ale´m de gerar um pequeno incremento de momento angular, fazendo o buraco negro girar.
Interessa-se nos ı´ndices de multipolos, que sa˜o capazes de se propagar por um inter-
valo de tempo suficientemente grande de modo que se possa detectar tal onda. Portanto,
apenas multipolos com l ≥ 2 sa˜o relevantes. Para l ≥ 2 tem-se Pl≥2 6= 0. Desta forma
os fatores entre colchetes nas equac¸o˜es devem se anular para que elas sejam satisfeitas,
resultando nas seguintes equac¸o˜es radias:
−G−1∂h0
∂t
+ F
∂h1
∂r
+
1
2
F ′h1 +
1
2
G′
G
Fh1 = 0, (4.6)
−∂
2h0
∂t∂r
+
∂2h1
∂t2
+
H ′
H
∂h0
∂t
+
[
G
H
l(l + 1)− 1
2
GF ′
H ′
H
− GFH
′′
H
− 1
2
G′FH ′
H
]
h1 = 0 . (4.7)
A partir da equac¸a˜o (4.6), obte´m-se que:
∂h0
∂t
= (GF )1/2
{
(GF )1/2
∂h1
∂r
+
1
2
(GF )−1/2GF ′h1 +
1
2
(GF )−1/2G′Fh1
}
= (GF )1/2
∂Q(t, r)
∂r
=
∂Q(t, r)
∂r∗
. (4.8)
Onde definiu-se a func¸a˜o Q(t, r), como:
Q(t, r) ≡ (GF )1/2h1(t, r), (4.9)
e tambe´m a coordenada tartaruga da seguinte forma:
∂r
∂r∗
= (GF )1/2. (4.10)
Integrando essa u´ltima equac¸a˜o, obte´m-se a coordenada tartaruga como sendo:
r∗ = r − a
2
0
rr−r+
+
a20(r− + r+)
r2−r2+
log(r) +
(a20 + r
4
−)
r2−(r− − r+)
log(r − r−)
+
(a20 + r
4
+)
r2+(r+ − r−)
log(r − r+). (4.11)
Agora, substituindo (4.9), (4.10) em (4.7), tem-se:
− d
dr
dQ
dr∗
+ (GF )−1/2
d2Q
dt2
+
H ′
H
dQ
dr∗
+
[
G
H
l(l + 1)− 1
2
GF ′
H ′
H
−GF H
′′
H
−1
2
G′F
H ′
H
]
(GF )−1/2Q = 0 (4.12)
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Fazendo uma nova definic¸a˜o da seguinte forma:
Ψ(t, r∗(r)) ≡ Q(t, r)
H1/2
, (4.13)
substituindo (4.13) em (4.12) obte´m-se:
− d
dr
d
dr∗
(H1/2Ψ) +
(
GF
H
)−1/2
d2Ψ
dt2
+
H ′
H
d
dr∗
(H1/2Ψ) +
[
G
H
l(l + 1)− 1
2
GF ′
H ′
H
−GF H
′′
H
− 1
2
G′F
H ′
H
](
GF
H
)−1/2
Ψ = 0, (4.14)
fazendo algumas manipulac¸o˜es matema´ticas, obte´m-se uma equac¸a˜o tipo-Schro¨dinger
dada por:
−d
2Ψ
dr2∗
+
d2Ψ
dt2
+ Vef(r)Ψ = 0, (4.15)
com o potencial efetivo dado por:
Vef(r) =
G
H
l(l + 1)− 1
2
GF ′
H ′
H
−GF H
′′
H
− 1
2
G′F
H ′
H
− 1
4
H ′
H
(G′F + F ′G)
+
1
4
GF
H ′2
H2
− 1
2
GF
H ′′
H
+
1
2
H ′
H
GF
H ′
H
, (4.16)
ou explicitando-o:
Vef(r) =
1
(r4 + a20)
4
[(−3r−ra40 + 30r−r5a20 + 6r+r−r8 − 3r+ra40 + 30r+r5a20
− 30r+r−a20r4 + 2r9r?l2 + 2r9r?l + r8r2?l + r8r2?l2 + 2r6la20 + 2r6l2a20
+ r2la40 + r
2l2a40 + 4r
5r?l
2a20 + 4r
5r?la
2
0 + 2r
4r2?la
2
0 + 2r
4r2?l
2a20 (4.17)
+ 2rr?la
4
0 + 2rr?l
2a40 − 30r6a20 + 6r2a40 − 3r−r9 − 3r+r9 + r10l + r10l2
+ r2?l
2a40 + r
2
?la
4
0
)
r2(r − r−)(r − r+)
]
.
O comportamento do Vef(r) e´ mostrado nas figuras logo abaixo, e em seguinda as tabelas
com os modos quasinormais.
Para determinar os modos quasinormais para buraco negro auto-dual, deve-se im-
por as mesmas condic¸o˜es impostas para o caso de Schwarzschild, tal que, no horizonte
de evento (r∗ → −∞) e no infinito espacial (r∗ → ∞). Supondo que Ψ(t, r∗(r)) tem um
comportamento harmoˆnico com t, logo a equac¸a˜o de onda (4.15) toma a seguinte forma:
d2Ψ
dr2∗
+
(
ω2n − Vef(r)
)
Ψ = 0. (4.18)
No espac¸o-tempo de interesse Vef(r)→ 0 com as condic¸o˜es impostas acima, e neste limite,
as soluc¸o˜es para equac¸a˜o de onda (4.15) comportam-se como Ψ ∼ e−iω(t±r∗). Finalmente,
usando a relac¸a˜o (3.34), constro´i-se as tabelas (4.1) e (4.2) para os modos quasinormais.
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Figura 4.1: Comportamento do potencial auto-dual com a coordenada r, (m = 10mP )
Figura 4.2: Comportamento do potencial auto-dual com a coordenada tartaruga r∗, (m =
10mP )
n l = 2 l = 3 l = 4
0 0.03731110609− 0.008898978785i 0.05992513001− 0.00926084783i 0.08090959146− 0.009410389457i
1 0.03456400676− 0.02744367459i 0.05821995122− 0.02810748883i 0.07964392578− 0.02841830748i
2 0.03022578040− 0.04706278323i 0.05527996758− 0.04762137384i 0.07734840673− 0.04787196471i
3 0.02466295102− 0.06725922611i 0.05150475551− 0.06768927983i 0.07430653271− 0.06780239915i
Tabela 4.1: Os primeiros quatro modos quasinormais para os treˆs multipolos (l ≥ 2) de
uma perturbac¸a˜o gravitacional axial do buraco negro auto-dual com massa maior que a
massa de Planck (m = 10mp).
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Figura 4.3: Comportamento do potencial auto-dual com a coordenada r, (m = 10−1mP )
Figura 4.4: Comportamento do potencial auto-dual com a coordenada tartaruga r∗, (m =
10−1mP )
n l = 2 l = 3 l = 4
0 2.926736009− 0.7731439315i 5.095544976− 0.7955536357i 6.992438414− 0.8620694389i
1 2.102184258− 2.761026648i 4.680933829− 2.373385721i 6.760309078− 2.597556316i
2 1.229006152− 5.201806307i 3.758182997− 3.994088165i 6.297611811− 4.370187296i
3 0.2680130946− 7.690027867i 2.327580868− 5.865740138i 5.614946316− 6.209339608i
Tabela 4.2: Os primeiros quatro modos quasinormais para os treˆs multipolos (l ≥ 2) de
uma perturbac¸a˜o gravitacional axial do buraco negro auto-dual com massa menor que a
massa de Planck (m = 10−1mp).
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Cap´ıtulo 5
Concluso˜es e Pespectivas
Nesta dissertac¸a˜o mostrou-se o estudo de ondas gravitacionais a partir de bura-
cos negros auto-duais. A partir de pertubac¸o˜es gravitacionais axiais no espac¸o-tempo do
buraco negro auto-dual, encontrou-se uma equac¸a˜o de Regge-Wheller. Supoˆs-se um com-
potamento harmoˆnico na coordenada t, e usando o me´todo WKB, encontrou-se os modos
quasinormais associados a equac¸a˜o de onda.
Esses modos quasinormais por sua vez conte´m informac¸a˜o da massa do buraco
negro auto-dual. Analisando os modos quasinormais encontrados, pode-se concluir que o
buraco negro auto-dual, o qual pode ter massa menor que a massa de Planck, e´ esta´vel.
Devido a parte imagina´ria dos modos quasinormais serem negativas, portanto, tal buraco
negro pode existir no universo.
Um outro ponto importante, e´ quando o buraco negro auto-dual tem massa maior
que a massa de Planck, os resultados convergem para os resultados do caso de Schwarzs-
child, ou seja, as correc¸o˜es quaˆticas sa˜o negligenciadas, isso se torna claro quando com-
paramos os resultados da tabela 3.1 com os da tabela 4.1.
Nossos resultados se juntam a um grande nu´mero de pesquisas na a´rea de ondas gra-
vitacionais a partir de buracos negros, sendo que a maioria destas pesquisas concentram-se
no caso do buraco negro de Schwarzschild.
Como trabalho futuro, deve-se considerar perturbac¸o˜es gravitacionais polares no
espac¸o-tempo do buraco negro auto-dual.
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